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Zabuskyと Kruskalによって, 下図のように KdV方程式の孤立波解は他の孤立波解と衝突しても, その前後で波
の形が保たれることが発見された. そして, そのような性質をもつあるクラスの非線形偏微分方程式の孤立波解はソ
リトンと呼ばれている. この性質は粒子的性質 (弾性衝突)であり, そのためソリトンとは粒子のようにふるまう孤立
した波のことといえる.
このソリトンは流体現象をはじめ, さまざまな物理現象の中に存在することが知られている.





































x)f(x, t) • f(x, t) = 0
と書き換えることで, 多重ソリトン解を見通しよく作る方法であり, ソリトン解を系統的に分析することができる.
この広田の直接法は広田良吾 [2]などで広く紹介され, KdV方程式以外の偏微分方程式のソリトン解の構成など様々
な研究がなされている. 特に, Dオペレータの指数関数を導入することも考えられており, この Dオペレータの指数
関数はバックルンド変換などにも応用されている.







f(x, t, s) • f(x, t, s) = 0
Dx(Ds +D
3
x)f(x, t, s) • f(x, t, s) = 0
というような複雑な形となってしまう偏微分方程式も存在する.
そこで, Dオペレータを






とみて, 広田微分 (Dオペレータ)を拡張する Tオペレータ:


















f1(x1)f2(x2) · · · fm(xm)
∣∣∣
x1=x2=···=xm













本論文は, Dオペレータの性質に注意しながら, Tオペレータ, Mオペレータの基本性質, Tオペレータを用いるソ
リトン解の構成方法や T-オペレータ, Mオペレータの指数関数の性質について述べる.
本論文の構成は次の通りである. まず, 第１部では広田微分 (Dオペレータ), TオペレータとMオペレータの定義
とその性質について紹介する. 第２部では, KdV方程式, 5th-KdV方程式, 沢田・小寺方程式と KP方程式について
Dオペレータや Tオペレータを用いてソリトン解を構成する. 第３部では, 各オペレータの指数関数表示を通して, 各





ここでは広田微分 (Dオペレータ), TオペレータとMオペレータの定義とその性質について紹介する. １節では広




Definition 1 (Dオペレータの定義). f, g ∈ C∞(R)に対して, n階の Dオペレータを
Dnxf(x) • g(x) := (∂x − ∂y)nf(x)g(y)
∣∣∣
x=y
, x ∈ R
により定める. 特に, n = 1のときは単に Dxf(x) • g(x)と書く. つまり
Dxf(x) • g(x) = (∂x − ∂y)f(x)g(y)
∣∣∣
x=y
, x ∈ R
また, 変数が複数の場合は, f, g ∈ C∞(R2), n1, n2 ∈ Nに対して
Dn1x1D
n2
x2 f(x1, x2) • g(x1, x2) := (∂x1 − ∂y1)
n1(∂x2 − ∂y2)n2f(x1, x2)g(y1, y2)
∣∣∣
x1=y1,x2=y2
, x1, x2 ∈ R
により定める.
Dオペレータの特性として以下が成り立つ.
Proposition 1 (Dオペレータの特性). f, g ∈ C∞(R), n ∈ Nに対して


















































Proposition 2 (Dオペレータの公式). f, g ∈ C∞(R), n ∈ Nに対して
Dnxf(x) • 1 = f (n)(x) (2.1)
Dnxf(x) • g(x) = (−1)nDnxg(x) • f(x) (2.2)
D2n+1x f(x) • f(x) = 0 (2.3)
D2nx f(x) • f(x) = 2D2n−1x fx(x) • f(x) (2.4)
Proof. 　
(2.1)について





Dnxf(x) • g(x) = (∂x − ∂y)nf(x)g(y)
∣∣∣
x=y
= (−1)n(−∂x + ∂y)nf(x)g(y)
∣∣∣
x=y
= (−1)n(∂y − ∂x)ng(y)f(x)
∣∣∣
y=x
= (−1)nDnxg(x) • f(x)
(2.3)について
(2.2)において, g(x) = f(x)とすると
Dnxf(x) • f(x) = (−1)nDnxf(x) • f(x)
よって, nが奇数の時は Dnxf(x) • f(x) = 0となる.
(2.4)について
D2nx f(x) • f(x) = (∂x − ∂y)2n−1(fx(x)f(y)− f(x)fy(y))
∣∣∣
x=y






= D2n−1x fx(x) • f(x)−D2n−1x f(x) • fx(x)




Definition 2 (Tオペレータの定義). j = exp( 2iπ3 )と置く. f, g, h ∈ C
∞(R)に対して, n階の Tオペレータを
Tnx f(x) • g(x) • h(x) := (∂x + j∂y + j2∂z)nf(x)g(y)h(z)
∣∣∣
x=y=z
, x ∈ R
T ∗nx f(x) • g(x) • h(x) := (∂x + j2∂y + j∂z)nf(x)g(y)h(z)
∣∣∣
x=y=z
, x ∈ R
により定める. 特に, n = 1のときは単に Txf(x) • g(x) • h(x), T ∗xf(x) • g(x) • h(x)と書く. つまり
Txf(x) • g(x) • h(x) = (∂x + j∂y + j2∂z)f(x)g(y)h(z)
∣∣∣
x=y=z
, x ∈ R
T ∗xf(x) • g(x) • h(x) = (∂x + j2∂y + j∂z)f(x)g(y)h(z)
∣∣∣
x=y=z
, x ∈ R
また, 変数が複数の場合は, f, g, h ∈ C∞(R2), n1, n2 ∈ Nに対して
Tn1x1 T
n2
x2 f(x1, x2) • g(x1, x2) • h(x1, x2)
:=(∂x1 + j∂y1 + j
2∂z1)
n1(∂x2 + j∂y2 + j
2∂z2)




, x1, x2 ∈ R
T ∗n1x1 T
∗n2
x2 f(x1, x2) • g(x1, x2) • h(x1, x2)
:=(∂x1 + j
2∂y1 + j∂z1)
n1(∂x2 + j∂y2 + j
2∂z2)




, x1, x2 ∈ R
により定める.
Tオペレータの特性として以下が成り立つ.
Proposition 3 (Tオペレータの特性). j = exp( 2iπ3 )と置く. f, g, h ∈ C
∞(R)に対して
Tnx f(x) • g(x) • h(x) = ∂ny
(




T ∗nx f(x) • g(x) • h(x) = ∂ny
(




Proof. α, β, γ を定数として



























































ここで, α = 1, β = j, γ = j2 とすると, (3.1)が成立し,
α = 1, β = j2, γ = j とすると, (3.2)が成立する.
3.2 Tオペレータの公式
Proposition 4 (Tオペレータの公式). f, g, h ∈ C∞(R), n ∈ Nに対して
Tnx f(x) • 1 • 1 = f (n)(x) (3.3)
Tnx f(x) • g(x) • h(x) = j2nTnx h(x) • f(x) • g(x) = jnTnx g(x) • h(x) • f(x)
= T ∗nx f(x) • h(x) • g(x) = j2nT ∗nx h(x) • g(x) • f(x) = jnT ∗nx g(x) • f(x) • h(x) (3.4)
T 3n+lx f(x) • f(x) • f(x) = 0 (l = 1, 2) (3.5)
T ∗3n+lx f(x) • f(x) • f(x) = 0 (l = 1, 2) (3.6)
T 3nx f(x) • f(x) • f(x) = 3T 3n−1x fx(x) • f(x) • f(x) (3.7)
T ∗3nx f(x) • f(x) • f(x) = 3T ∗3n−1x fx(x) • f(x) • f(x) (3.8)
Proof. 　
(3.3)について






Tnx f(x) • g(x) • h(x) = (∂x + j∂y + j2∂z)nf(x)g(y)h(z)
∣∣∣
x=y=z















= j2nTnx h(x) • f(x) • g(x) (3.4.1)
= j2n
(
j2nTnx g(x) • h(x) • f(x)
)
= jnTnx g(x) • h(x) • f(x) (3.4.2)
一方
Tnx f(x) • g(x) • h(x) = (∂x + j∂y + j2∂z)nf(x)g(y)h(z)
∣∣∣
x=y=z





= T ∗nx f(x) • h(x) • g(x) (3.4.3)
よって, (3.4.1)と (3.4.3)より
Tnx f(x) • g(x) • h(x) = j2nTnx h(x) • f(x) • g(x)
= j2nT ∗nx h(x) • g(x) • f(x)
また, (3.4.2)と (3.4.3)より
Tnx f(x) • g(x) • h(x) = jnTnx g(x) • h(x) • f(x)
= jnT ∗nx g(x) • f(x) • h(x)
8
(3.5), (3.6)について
(3.4)において, f(x) = g(x) = h(x)とすると
Tnx f(x) • f(x) • f(x) = j2nTnx f(x) • f(x) • f(x)
T ∗nx f(x) • f(x) • f(x) = j2nT ∗nx f(x) • f(x) • f(x)
よって, nが 3で割り切れない時は
Tnx f(x) • f(x) • f(x) = 0
T ∗nx f(x) • f(x) • f(x) = 0
となる.
(3.7), (3.8)について
T 3nx f(x) • f(x) • f(x)
=(∂x + j∂y + j
2∂z)




=T 3n−1x fx(x) • f(x) • f(x) + jT 3n−1x f(x) • fx(x) • f(x) + j2T 3n−1x f(x) • f(x) • fx(x)
(3.4)を用いると
=T 3n−1x fx(x) • f(x) • f(x) + j
(




j2(3n−1)T 3n−1x fx(x) • f(x) • f(x)
)
=3T 3n−1x fx(x) • f(x) • f(x)
同様にして







=T ∗3n−1x fx(x) • f(x) • f(x) + j2T ∗3n−1x f(x) • fx(x) • f(x) + jT ∗3n−1x f(x) • f(x) • fx(x)
(3.4)を用いると
=T 3n−1x fx(x) • f(x) • f(x) + j2
(




j1+3n−1T ∗3n−1x fx(x) • f(x) • f(x)
)





Definition 3 (Mオペレータの定義). n,m, k ∈ N (1 ≦ k ≦ m− 1)とし, jm = exp( 2πim )と置く.
f1, f2, · · · , fm ∈ C∞(R)に対して, n階のMオペレータを
Mkm
(n)






f1(x1)f2(x2) · · · fm(xm)
∣∣∣
x1=x2=···=xm
, x1 ∈ R
により定める. 特に, n = 1のときは単にMkmf1(x) • f2(x) • · · · • fm(x)と書く. つまり






f1(x1)f2(x2) · · · fm(xm)
∣∣∣
x1=x2=···=xm
, x1 ∈ R




















, x1, y1 ∈ R
により定める.
ここで, Mの定義より, M12 = D, M
1









f1(x) • f2(x) • · · · • fm(x) = ∂ny
(
f1(x+ y)f2(x+ jmy) · · · fm(x+ (jm)m−1y)
) ∣∣∣
y=0




















k1!k2! · · · km!
∂k1x1f1(x1)∂
k2












































Proposition 6 (Mオペレータの公式). n,m, k ∈ N (1 ≦ k ≦ m− 1)とし, jm = exp( 2πim )と置く.
f1, f2, · · · , fm ∈ C∞(R)に対して
Mkm
(n)
f1(x) • 1 • · · · • 1 = f (n)1 (x) (4.1)
M1m
(n)








































































ここでは, 具体的な方程式について Dオペレータや Tオペレータを用いてソリトン解を構成する.
KdV方程式については, Dオペレータを用いてソリトン解を具体的に構成する. 5th-KdV方程式, 沢田・小寺方程式
と KP方程式については, Tオペレータを用いてソリトン解を具体的に構成する.
5 KdV方程式
まず, ソリトン解を有する代表的な例である KdV方程式 (コルトヴェーグ・ドフリース方程式)について考える.






x)f(x, t) • f(x, t) = 0 (5.1)
の正値解 f(x, t)に対して
ϕ(x, t) = 2∂2x log f(x, t) (5.2)
と定めると, ϕ(x, t)は KdV方程式
ϕxxx(x, t) + 6ϕ(x, t)ϕx(x, t) + ϕt(x, t) = 0 ((x, t) ∈ R×R)
の解となる
Proof. 　
KdV方程式の左辺に ϕ(x, t) = 2∂2x log f(x, t)を代入し A1[x, t]と置く. また, f







2(f (0,1)(x, t)(2f (1,0)(x, t)2 − f(x, t)f (2,0)(x, t)) + 2f (1,0)(x, t)(−3f (2,0)(x, t)2 + 4f (1,0)(x, t)f (3,0)(x, t))
+ f(x, t)(2f (2,0)(x, t)f (3,0)(x, t)− f (1,0)(x, t)(2f (1,1)(x, t) + 5f (4,0)(x, t))) + f(x, t)2(f (2,1)(x, t) + f (5,0)(x, t)))
一方, (5.1)の左辺も Dオペレータの定義に従い計算し A2[x, t]と置く.
A2[x, t]
=− 2f (0,1)(x, t)f (1,0)(x, t) + 2f(x, t)f (1,1)(x, t) + 6f (2,0)(x, t)2 − 8f (1,0)(x, t)f (3,0)(x, t) + 2f(x, t)f (4,0)(x, t)
ここで, A1[x, t]と A2[x, t]の等式
f(x, t)3A1[x, t] = −2∂x(f(x, t)A2[x, t]) + 3f(x, t)∂x(A2[x, t])
が成立するので, A2[x, t] = 0ならば A1[x, t] = 0となる.
よって, (5.1)の正値解 f(x, t)に対して, ϕ(x, t)を (5.2)で定めると, 関数 ϕ(x, t)が KdV方程式の解となる.
5.2 KdV方程式のソリトン解の構成




まず, ki, δi(i = 1, 2, 3)を実数として
ηi(x, t) = kix− k3i t+ δi, Ai,j =
k2i − 2kikj + k2j
k2i + 2kikj + k
2
j
(i, j = 1, 2, 3)
としておく.
Example 1 (1-ソリトン解). {
f1(x, t) = exp(k1x− ω1t+ δ1)
f2(x, t) = f3(x, t) = · · · = fN (x, t) = 0
と置いて (DxDt +D4x)f(x, t) • f(x, t)を計算する.
(DxDt +D
4
x)f(x, t) • f(x, t)
=(DxDt +D
4
x)(1 + ϵf1(x, t)) • (1 + ϵf1(x, t))
=(DxDt +D
4




x)1 • 1 = 0 (5.3)
(DxDt +D
4
x)(1 • f1(x, t) + f1(x, t) • 1) = 0 (5.4)
(DxDt +D
4
x)f1(x, t) • f1(x, t) = 0 (5.5)
とする必要がある. それぞれの式について
DxDtf(x, t) • g(x, t)
=f (1,1)(x, t)g(x, t)− f (1,0)(x, t)g(0,1)(x, t)− f (0,1)(x, t)g(1,0)(x, t) + f(x, t)g(1,1)(x, t)
D4xf(x, t) • g(x, t)









x)f1(x, t) • f1(x, t)
=(f
(1,1)






















− 4f (1,0)1 (x, t)f
(3,0)
1 (x, t) + f1(x, t)f
(4,0)
1 (x, t))
=(k1ω1 − k1ω1 − k1ω1 + k1ω1) exp(2k1x− 2ω1t+ 2δ1)





x)(1 • f1(x, t) + f1(x, t) • 1)
=2(f
(1,1)
1 (x, t) + f
(4,0)
1 (x, t))
=2k1(−ω1 + k31) exp(k1x− ω1t+ δ1)
よって, ω1 = k31 とすれば良いことが分かる.
したがって, ϵ = 1としても δ1 を δ1 + log ϵとすれば一般性を失わないので
f(x, t) = 1 + exp(η1(x, t))
13
と置けば, (5.2)で求められる ϕ(x, t)は KdV方程式の 1-ソリトン解となる.
Example 2 (2-ソリトン解).{
f1(x, t) = exp(k1x− ω1t+ δ1) + exp(k2x− ω2t+ δ2)
f3(x, t) = f4(x, t) = · · · = fN (x, t) = 0
と置いて (DxDt +D4x)f(x, t) • f(x, t)を計算する.
(DxDt +D
4
x)f(x, t) • f(x, t)
=(DxDt +D
4
x)(1 + ϵf1(x, t) + ϵ
2f2(x, t)) • (1 + ϵf1(x, t) + ϵ2f2(x, t))
=(DxDt +D
4
x)1 • 1 + ϵ(DxDt +D4x)(1 • f1(x, t) + f1(x, t) • 1)
+ ϵ2(DxDt +D
4
x)(1 • f2(x, t) + f2(x, t) • 1 + f1(x, t) • f1(x, t))
+ ϵ3(DxDt +D
4




1, ω2 = k
3
2
f2(x, t) = A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t))
と置く必要があることが分かる.
したがって, ϵ = 1としても δj を δj + log ϵ (j = 1, 2)とすれば一般性を失わないので
f(x, t) = 1 + exp(η1(x, t)) + exp(η2(x, t)) +A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t))
と置けば, (5.2)で求められる ϕ(x, t)は KdV方程式の 2-ソリトン解となる.
Example 3 (3-ソリトン解).{
f1(x, t) = exp(k1x− ω1t+ δ1) + exp(k2x− ω2t+ δ2) + exp(k3x− ω3t+ δ3)
f4(x, t) = f5(x, t) = · · · = 0
と置いて (DxDt +D4x)f(x, t) • f(x, t)を計算する.
(DxDt +D
4
x)f(x, t) • f(x, t)
=(DxDt +D
4
x)(1 + ϵf1(x, t) + ϵ
2f2(x, t) + ϵ
3f3(x, t)) • (1 + ϵf1(x, t) + ϵ2f2(x, t) + ϵ3f3(x, t))
=(DxDt +D
4
x)1 • 1 + ϵ(DxDt +D4x)(1 • f1(x, t) + f1(x, t) • 1)
+ ϵ2(DxDt +D
4
x)(1 • f2(x, t) + f2(x, t) • 1 + f1(x, t) • f1(x, t))
+ ϵ3(DxDt +D
4
x)(1 • f3(x, t) + f3(x, t) • 1 + f1(x, t) • f2(x, t) + f2(x, t) • f1(x, t))
+ ϵ4(DxDt +D
4
x)(f2(x, t) • f2(x, t) + f1(x, t) • f3(x, t) + f3(x, t) • f1(x, t))
+ ϵ5(DxDt +D
4




1, ω2 = k
3
2, ω3 = k
3
3
f2(x, t) = A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t)) +A2,3 exp(η2(x, t) + η3(x, t)) +A3,1 exp(η3(x, t) + η1(x, t))
f3(x, t) = A1,2A2,3A3,1 exp(η1(x, t) + η2(x, t) + η3(x, t))
と置く必要があることが分かる.
したがって, ϵ = 1としても δj を δj + log ϵ (j = 1, 2, 3)とすれば一般性を失わないので
f(x, t) =1 + exp(η1(x, t)) + exp(η2(x, t)) + exp(η3(x, t))
+A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t)) +A2,3 exp(η2(x, t) + η3(x, t)) +A2,3 exp(η3(x, t) + η1(x, t))
+A1,2A2,3A3,1 exp(η1(x, t) + η2(x, t) + η3(x, t))
と置けば, (5.2)で求められる ϕ(x, t)は KdV方程式の 3-ソリトン解となる.
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5.3 KdV方程式のソリトン解のグラフ
Example 1, Example 2, Example 3より, f(x, t)を求めたので
ϕ(x, t) = 2∂2x log f(x, t)
より, ϕ(x, t)を表示する.
KdV方程式の 1-ソリトン
以下は, KdV方程式の 1-ソリトンの時間変化のグラフである. Example 1より
f(x, t) = 1 + exp(η1(x, t))
であり, k1 = 2, δ1 = 0とした.


















































以下は, KdV方程式の 2-ソリトンの時間変化のグラフである. Example 2より
f(x, t) = 1 + exp(η1(x, t)) + exp(η2(x, t)) +A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t))
であり, k1 = 1, k2 = 2, δ1 = 0, δ2 = 0とした.






















































































以下は, KdV方程式の 3-ソリトンの時間変化のグラフである. Example 3より
f(x, t) =1 + exp(η1(x, t)) + exp(η2(x, t)) + exp(η3(x, t))
+A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t)) +A2,3 exp(η2(x, t) + η3(x, t)) +A2,3 exp(η3(x, t) + η1(x, t))
+A1,2A2,3A3,1 exp(η1(x, t) + η2(x, t) + η3(x, t))
であり, k1 = 1, k2 = 1.5, k3 = 2, δ1 = 0, δ2 = 0, δ3 = 0とした.



































































































ϕ5x(x, t) + 10ϕ(x, t)ϕxxx(x, t) + 20ϕx(x, t)ϕxx(x, t) + 30ϕ(x, t)
2ϕx(x, t) + ϕt(x, t) = 0
について考える. (ただし, 自然数mに対して, ϕmx(x, t) = ∂mx ϕ(x, t)とする.)










f(x, t, s) • f(x, t, s) = 0
ただし f は, 補助変数 sによる次の双線形方程式
Dx(Ds +D
3
x)f(x, t, s) • f(x, t, s) = 0
も同時に満たしていることが要請される.










xTt)f(x, t) • f(x, t) • f(x, t) = 0 (6.1)
の正値解 f(x, t)に対して
ϕ(x, t) = 2∂2x log f(x, t) (6.2)
と定めると, ϕ(x, t)は 5th-KdV方程式
ϕ5x(x, t) + 10ϕ(x, t)ϕxxx(x, t) + 20ϕx(x, t)ϕxx(x, t) + 30ϕ(x, t)
2ϕx(x, t) + ϕt(x, t) = 0
((x, t) ∈ R×R)
の解となる
Proof. 　
5th-KdV方程式の左辺に ϕ(x, t) = 2∂2x log f(x, t)を代入しA3[x, t]と置く. また, f







2(−30f (1,0)(x, t)(f (2,0)(x, t)3 − 2f (1,0)(x, t)f (2,0)(x, t)f (3,0)(x, t) + f (1,0)(x, t)2f (4,0)(x, t))
+ 2f(x, t)(f (0,1)(x, t)f (1,0)(x, t)2 + 5f (2,0)(x, t)2f (3,0)(x, t)− 10f (1,0)(x, t)f (3,0)(x, t)2
− 5f (1,0)(x, t)f (2,0)(x, t)f (4,0)(x, t) + 11f (1,0)(x, t)2f (5,0)(x, t))− f(x, t)2(f (0,1)(x, t)f (2,0)(x, t)
− 5f (3,0)(x, t)f (4,0)(x, t) + f (2,0)(x, t)f (5,0)(x, t) + f (1,0)(x, t)(2f (1,1)(x, t) + 7f (6,0)(x, t)))
+ f(x, t)3(f (2,1)(x, t) + f (7,0)(x, t)))
一方, (6.1)の左辺も T-オペレータの定義に従い計算し A4[x, t]と置く
A4[x, t]
=− 81f(x, t)f (0,1)(x, t)f (1,0)(x, t) + 81f(x, t)2f (1,1)(x, t) + 810f (2,0)(x, t)3
− 1620f (1,0)(x, t)f (2,0)(x, t)f (3,0)(x, t) + 810f (1,0)(x, t)2f (4,0)(x, t)
+ 405f(x, t)f (2,0)(x, t)f (4,0)(x, t)− 486f(x, t)f (1,0)(x, t)f (5,0)(x, t) + 81f(x, t)2f (6,0)(x, t)
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ここで, A3[x, t]と A4[x, t]の等式
f(x, t)4
2







が成立するので, A4[x, t] = 0ならば A3[x, t] = 0となる.
よって, (6.1)の正値解 f(x, t)に対して, ϕ(x, t)を (6.2)で定めると, 関数 ϕ(x, t)が 5th-KdV方程式の解となる.
6.2 5th-KdV方程式のソリトン解の構成
ここで, (6.1)の f(x, t)を実パラメータ ϵを用いて fN (x, t, ϵ) = 1 + ΣNj=1ϵ
jfj(x, t)と置き,方程式 (6.1)を満たす
ような fj(x, t)を考える.
まず, ki, δi(i = 1, 2, 3)を実数として
ηi(x, t) = kix− k5i t+ δi, Ai,j =
k2i − 2kikj + k2j
k2i + 2kikj + k
2
j
(i = 1, 2, 3)
としておく.
Example 4 (1-ソリトン解). {
f1(x, t) = exp(k1x− ω1t+ δ1)







xTt)f(x, t) • f(x, t) • f(x, t)を計算すると, ω1 = k51 とすれば良いことが分かる.
したがって, ϵ = 1としても δ1 を δ1 + log ϵとすれば一般性を失わないので
f(x, t) = 1 + exp(η1(x, t))
と置けば, (6.2)で求められる ϕ(x, t)は 5th-KdV方程式の 1-ソリトン解となる.
Example 5 (2-ソリトン解).{
f1(x, t) = exp(k1x− ω1t+ δ1) + exp(k2x− ω2t+ δ2)







xTt)f(x, t) • f(x, t) • f(x, t)を計算すると
ω1 = k
5
1, ω2 = k
5
2
f2(x, t) = A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t))
と置く必要があることが分かる.
したがって, ϵ = 1としても δj を δj + log ϵ (j = 1, 2)とすれば一般性を失わないので
f(x, t) = 1 + exp(η1(x, t)) + exp(η2(x, t)) +A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t))
と置けば, (6.2)で求められる ϕ(x, t)は 5th-KdV方程式の 2-ソリトン解となる.
Example 6 (3-ソリトン解).{
f1(x, t) = exp(k1x− ω1t+ δ1) + exp(k2x− ω2t+ δ2) + exp(k3x− ω3t+ δ3)







xTt)f(x, t) • f(x, t) • f(x, t)を計算すると,
ω1 = k
5
1, ω2 = k
5
2, ω3 = k
5
3
f2(x, t) = A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t)) +A2,3 exp(η2(x, t) + η3(x, t)) +A3,1 exp(η3(x, t) + η1(x, t))
f3(x, t) = A1,2A2,3A3,1 exp(η1(x, t) + η2(x, t) + η3(x, t))
19
と置く必要があることが分かる.
したがって, ϵ = 1としても δj を δj + log ϵ (j = 1, 2, 3)とすれば一般性を失わないので
f(x, t) =1 + exp(η1(x, t)) + exp(η2(x, t)) + exp(η3(x, t))
+A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t)) +A2,3 exp(η2(x, t) + η3(x, t)) +A2,3 exp(η3(x, t) + η1(x, t))
+A1,2A2,3A3,1 exp(η1(x, t) + η2(x, t) + η3(x, t))
と置けば, (6.2)で求められる ϕ(x, t)は 5th-KdV方程式の 3-ソリトン解となる.
20
6.3 5th-KdV方程式のソリトン解のグラフ
Example 4, Example 5, Example 6より, f(x, t)を求めたので
ϕ(x, t) = 2∂2x log f(x, t)
より, ϕ(x, t)を表示する.
5th-KdV方程式の 1-ソリトン
以下は, 5th-KdV方程式の 1-ソリトンの時間変化のグラフである. Example 4より
f(x, t) = 1 + exp(η1(x, t))
であり, k1 = 2, δ1 = 0とした.






































以下は, 5th-KdV方程式の 2-ソリトンの時間変化のグラフである. Example 5より
f(x, t) = 1 + exp(η1(x, t)) + exp(η2(x, t)) +A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t))
であり, k1 = 1, k2 = 2, δ1 = 0, δ2 = 0とした.










































































以下は, 5th-KdV方程式の 3-ソリトンの時間変化のグラフである. Example 6より
f(x, t) =1 + exp(η1(x, t)) + exp(η2(x, t)) + exp(η3(x, t))
+A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t)) +A2,3 exp(η2(x, t) + η3(x, t)) +A2,3 exp(η3(x, t) + η1(x, t))
+A1,2A2,3A3,1 exp(η1(x, t) + η2(x, t) + η3(x, t))
であり, k1 = 1, k2 = 1.5, k3 = 2, δ1 = 0, δ2 = 0, δ3 = 0とした.
















































































x − T 6x + 9T ∗xTt)f(x, t) • f(x, t) • f(x, t) = 0 (7.1)
の正値解 f(x, t)に対して
ϕ(x, t) = 2∂2x log f(x, t) (7.2)
と定めると, ϕ(x, t)は沢田・小寺方程式
ϕ5x(x, t) + 15ϕ(x, t)ϕxxx(x, t) + 15ϕx(x, t)ϕxx(x, t) + 45ϕ(x, t)
2ϕx(x, t) + ϕt(x, t) = 0
((x, t) ∈ R×R)
の解となる
Proof. 　
沢田・小寺方程式の左辺に ϕ(x, t) = 2∂2x log f(x, t) を代入し A5[x, t] と置く. また, f
(j,k)(x, t) := ∂jx∂
k






2(f (0,1)(x, t)(2f (1,0)(x, t)2 − f(x, t)f (2,0)(x, t)) + 2f (1,0)(x, t)(10f (3,0)(x, t)2
− 15f (2,0)(x, t)f (4,0)(x, t) + 6f (1,0)(x, t)f (5,0)(x, t))− f(x, t)(5f (3,0)(x, t)f (4,0)(x, t)
− 9f (2,0)(x, t)f (5,0)(x, t) + f (1,0)(x, t)(2f (1,1)(x, t) + 7f (6,0)(x, t))) + f(x, t)2(f (2,1)(x, t) + f (7,0)(x, t)))
一方, (7.1)の左辺も T-オペレータの定義に従い計算し A6[x, t]と置く.
A6[x, t]
=27f(x, t)(−f (0,1)(x, t)f (1,0)(x, t)− 10f (3,0)(x, t)2 + 15f (2,0)(x, t)f (4,0)(x, t)
− 6f (1,0)(x, t)f (5,0)(x, t) + f(x, t)(f (1,1)(x, t) + f (6,0)(x, t)))
ここで, A5[x, t]と A6[x, t]の等式
f(x, t)7
2







が成立するので, A6[x, t] = 0ならば A5[x, t] = 0となる.
よって, (7.1)の正値解 f(x, t)に対して, ϕ(x, t)を (7.2)で定めると, 関数 ϕ(x, t)が沢田・小寺方程式の解となる.
7.2 沢田・小寺方程式のソリトン解の構成
ここで, (7.1)の f(x, t)を実パラメータ ϵを用いて fN (x, t, ϵ) = 1 + ΣNj=1ϵ
jfj(x, t)と置き,方程式 (7.1)を満たす
ような fj(x, t)を考える.
まず, ki, δi(i = 1, 2, 3)を実数として
ηi(x, t) = kix− k5i t+ δi, Ai,j =
(ki − kj)2(k2i − kikj + k2j )
(ki + kj)2(k2i + kikj + k
2
j )
(i = 1, 2, 3)
としておく.
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Example 7 (1-ソリトン解). {
f1(x, t) = exp(k1x− ω1t+ δ1)
f2(x, t) = f3(x, t) = · · · = 0
と置いて (10T 3xT
∗3
x − T 6x + 9T ∗xTt)f(x, t) • f(x, t) • f(x, t)を計算すると, ω1 = k51 とすれば良いことが分かる.
したがって, ϵ = 1としても δ1 を δ1 + log ϵとすれば一般性を失わないので
f(x, t) = 1 + exp(η1(x, t))
と置けば, (7.2)で求められる ϕ(x, t)は沢田・小寺方程式の 1-ソリトン解となる.
Example 8 (2-ソリトン解).{
f1(x, t) = exp(k1x− ω1t+ δ1) + exp(k2x− ω2t+ δ2)
f3(x, t) = f4(x, t) = · · · = 0
と置いて (10T 3xT
∗3
x − T 6x + 9T ∗xTt)f(x, t) • f(x, t) • f(x, t)を計算すると
ω1 = k
5
1, ω2 = k
5
2
f2(x, t) = A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t))
と置く必要があることが分かる.
したがって, ϵ = 1としても δj を δj + log ϵ (j = 1, 2)とすれば一般性を失わないので
f(x, t) = 1 + exp(η1(x, t)) + exp(η2(x, t)) +A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t))
と置けば, (7.2)で求められる ϕ(x, t)は沢田・小寺方程式の 2-ソリトン解となる.
Example 9 (3-ソリトン解).{
f1(x, t) = exp(k1x− ω1t+ δ1) + exp(k2x− ω2t+ δ2) + exp(k3x− ω3t+ δ3)
f4(x, t) = f5(x, t) = · · · = 0
と置いて (10T 3xT
∗3
x − T 6x + 9T ∗xTt)f(x, t) • f(x, t) • f(x, t)を計算すると
ω1 = k
5
1, ω2 = k
5
2, ω3 = k
5
3
f2(x, t) = A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t)) +A2,3 exp(η2(x, t) + η3(x, t)) +A3,1 exp(η3(x, t) + η1(x, t))
f3(x, t) = A1,2A2,3A3,1 exp(η1(x, t) + η2(x, t) + η3(x, t))
と置く必要があることが分かる.
したがって, ϵ = 1としても δj を δj + log ϵ (j = 1, 2, 3)とすれば一般性を失わないので
f(x, t) =1 + exp(η1(x, t)) + exp(η2(x, t)) + exp(η3(x, t))
+A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t)) +A2,3 exp(η2(x, t) + η3(x, t)) +A2,3 exp(η3(x, t) + η1(x, t))
+A1,2A2,3A3,1 exp(η1(x, t) + η2(x, t) + η3(x, t))
と置けば, (7.2)で求められる ϕ(x, t)は沢田・小寺方程式の 3-ソリトン解となる.
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7.3 沢田・小寺方程式のソリトン解のグラフ
Example 7, Example 8, Example 9より, f(x, t)を求めたので
ϕ(x, t) = 2∂2x log f(x, t)
より, ϕ(x, t)を表示する.
沢田・小寺方程式の 1-ソリトン
以下は, 沢田・小寺方程式の 1-ソリトンの時間変化のグラフである. Example 7より
f(x, t) = 1 + exp(η1(x, t))
であり, k1 = 2, δ1 = 0とした.






































以下は, 沢田・小寺方程式の 2-ソリトンの時間変化のグラフである. Example 8より
f(x, t) = 1 + exp(η1(x, t)) + exp(η2(x, t)) +A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t))
であり, k1 = 1, k2 = 2, δ1 = 0, δ2 = 0とした.










































































以下は, 沢田・小寺方程式の 3-ソリトンの時間変化のグラフである. Example 9より
f(x, t) =1 + exp(η1(x, t)) + exp(η2(x, t)) + exp(η3(x, t))
+A1,2 exp(η1(x, t) + η2(x, t)) +A2,3 exp(η2(x, t) + η3(x, t)) +A2,3 exp(η3(x, t) + η1(x, t))
+A1,2A2,3A3,1 exp(η1(x, t) + η2(x, t) + η3(x, t))
であり, k1 = 1, k2 = 1.5, k3 = 2, δ1 = 0, δ2 = 0, δ3 = 0とした.
















































































































(ϕ3x(x, y, t) + 6ϕ(x, y, t)ϕx(x, y, t) + ϕt(x, y, t))x − ϕyy(x, y, t) = 0
で表される KdV方程式
ϕxxx(x, t) + 6ϕ(x, t)ϕx(x, t) + ϕt(x, t) = 0







xTt − TxT 2y )f(x, y, t) • f(x, y, t) • f(x, y, t) = 0 (8.1)
の正値解 f(x, y, t)に対して
ϕ(x, t) = 2∂2x log f(x, y, t) (8.2)
と定めると, ϕ(x, y, t)は KP方程式
ϕ4x(x, y, t) + 6ϕ(x, y, t)ϕxx(x, y, t) + 6ϕx(x, y, t)ϕx(x, y, t) + ϕxt(x, y, t)− ϕyy(x, y, t) = 0
((x, y, t) ∈ R×R×R)
の解となる
Proof. 　
KP 方程式の左辺に ϕ(x, y, t) = 2 ∂
2
∂x2 log f(x, y, t) を代入し A7[x, y, t] と置く . また, f









(f (0,1,0)(x, y, t)2(−6f (1,0,0)(x, y, t)2 + 2f(x, y, t)f (2,0,0)(x, y, t))
− 2f(x, y, t)f (0,1,0)(x, y, t)(−4f (1,0,0)(x, y, t)f (1,1,0)(x, y, t) + f(x, y, t)f (2,1,0)(x, y, t))
+ 6f (1,0,0)(x, y, t)2(f (0,0,1)(x, y, t)f (1,0,0)(x, y, t)− 3f (2,0,0)(x, y, t)2 + 4f (1,0,0)(x, y, t)f (3,0,0)(x, y, t))
+ 2f(x, y, t)(f (0,2,0)(x, y, t)f (1,0,0)(x, y, t)2 − 3(f (0,0,1)(x, y, t)f (1,0,0)(x, y, t)f (2,0,0)(x, y, t)
− f (2,0,0)(x, y, t)3 + f (1,0,0)(x, y, t)2(f (1,0,1)(x, y, t) + 3f (4,0,0)(x, y, t))))
+ f(x, y, t)2(−2f (1,1,0)(x, y, t)2 − f (0,2,0)(x, y, t)f (2,0,0)(x, y, t) + 3f (1,0,1)(x, y, t)f (2,0,0)(x, y, t)
+ f (0,0,1)(x, y, t)f (3,0,0)(x, y, t)− 2f (3,0,0)(x, y, t)2 + 3f (2,0,0)(x, y, t)f (4,0,0)(x, y, t)
+ f (1,0,0)(x, y, t)(−2f (1,2,0)(x, y, t) + 3f (2,0,1)(x, y, t) + 6f (5,0,0)(x, y, t)))
+ f(x, y, t)3(f (2,2,0)(x, y, t)− f (3,0,1)(x, y, t)− f (6,0,0)(x, y, t)))
一方, (8.1)の左辺も T-オペレータの定義に従い計算し A8[x, y, t]と置く.
A8[x, y, t]
=− 6f (0,1,0)(x, y, t)2f (1,0,0)(x, y, t) + 3f(x, y, t)f (0,2,0)(x, y, t)f (1,0,0)(x, y, t)
+ 6f (0,0,1)(x, y, t)f (1,0,0)(x, y, t)2 − 6f(x, y, t)f (1,0,0)(x, y, t)f (1,0,1)(x, y, t)
+ 6f(x, y, t)f (0,1,0)(x, y, t)f (1,1,0)(x, y, t)− 3f(x, y, t)2f (1,2,0)(x, y, t)
− 3f(x, y, t)f (0,0,1)(x, y, t)f (2,0,0)(x, y, t)− 18f (1,0,0)(x, y, t)f (2,0,0)(x, y, t)2
+ 3f(x, y, t)2f (2,0,1)(x, y, t) + 24f (1,0,0)(x, y, t)2f (3,0,0)(x, y, t) + 6f(x, y, t)f (2,0,0)(x, y, t)f (3,0,0)(x, y, t)
− 15f(x, y, t)f (1,0,0)(x, y, t)f (4,0,0)(x, y, t) + 3f(x, y, t)2f (5,0,0)(x, y, t)
29
ここで, A7[x, y, t]と A8[x, y, t]の等式




が成立するので, A8[x, y, t] = 0ならば A7[x, y, t] = 0となる.
よって, (8.1)の正値解 f(x, y, t)に対して, ϕ(x, y, t)を (8.2)で定めると, 関数 ϕ(x, y, t)がKP方程式の解となる.
8.2 KP方程式のソリトン解の構成
ここで, (8.1)の f(x, y, t)を実パラメータ ϵを用いて fN (x, y, t, ϵ) = 1 + ΣNj=1ϵ
jfj(x, y, t)と置き,方程式 (8.1)を
満たすような fj(x, y, t)を考える.
まず, ki, pi, δi(i = 1, 2, 3)を実数として
ηi(x, y, t) = kix+ piy +
k4i − p2i
ki
t+ δi, Ai,j =
3k4i k
2











i − 2kikjpipj + k2i (3k4j + p2j )
(i = 1, 2, 3)
としておく.
Example 10 (1-ソリトン解). {
f1(x, y, t) = exp(k1x+ p1y − ω1t+ δ1)










したがって, ϵ = 1としても δ1 を δ1 + log ϵとすれば一般性を失わないので
f(x, y, t) = 1 + exp(η1(x, y, t))
と置けば, (8.2)で求められる ϕ(x, y, t)は KP方程式の 1-ソリトン解となる.
Example 11 (2-ソリトン解).{
f1(x, y, t) = exp(k1x+ p1y − ω1t+ δ1) + exp(k2x+ p2y − ω2t+ δ2)












f2(x, y, t) = A1,2 exp(η1(x, y, t) + η2(x, y, t))
と置く必要があることが分かる.
したがって, ϵ = 1としても δj を δj + log ϵ (j = 1, 2)とすれば一般性を失わないので,
f(x, y, t) = 1 + exp(η1(x, y, t)) + exp(η1(x, y, t)) +A1,2 exp(η1(x, y, t) + η2(x, y, t))
と置けば, (8.2)で求められる ϕ(x, y, t)は KP方程式の 2-ソリトン解となる.
Example 12 (3-ソリトン解).{
f1(x, y, t) = exp(k1x+ p1y − ω1t+ δ1) + exp(k2x+ p2y − ω2t+ δ2) + exp(k3x+ p3y − ω3t+ δ3)
















f2(x, y, t) = A1,2 exp(η1(x, y, t) + η2(x, y, t))
+A2,3 exp(η2(x, y, t) + η3(x, y, t)) +A3,1 exp(η3(x, y, t) + η1(x, y, t))
f3(x, y, t) = A1,2A2,3A3,1 exp(η1(x, y, t) + η2(x, y, t) + η3(x, y, t))
と置く必要があることが分かる.
したがって, ϵ = 1としても δj を δj + log ϵ (j = 1, 2, 3)とすれば一般性を失わないので
f(x, y, t) =1 + exp(η1(x, y, t)) + exp(η2(x, y, t)) + exp(η3(x, y, t))
+A1,2 exp(η1(x, y, t) + η2(x, y, t)) +A2,3 exp(η2(x, y, t) + η3(x, y, t))
+A2,3 exp(η3(x, y, t) + η1(x, y, t)) +A1,2A2,3A3,1 exp(η1(x, y, t) + η2(x, y, t) + η3(x, y, t))
と置けば, (8.2)で求められる ϕ(x, y, t)は KP方程式の 3-ソリトン解となる.
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8.3 KP方程式のソリトン解のグラフ
Example 10 , Example 11 , Example 12 より, f(x, y, t)を求めたので
ϕ(x, y, t) = 2∂2x log f(x, y, t)
より, ϕ(x, y, t)を表示する.
KP方程式の 1-ソリトン
以下は, KP方程式の 1-ソリトンの時間変化のグラフである. Example 10 より
f(x, y, t) = 1 + exp(η1(x, y, t))



























































































以下は, KP方程式の 2-ソリトンの時間変化のグラフである. Example 11 より
f(x, y, t) = 1 + exp(η1(x, y, t)) + exp(η2(x, y, t)) +A1,2 exp(η1(x, y, t) + η2(x, y, t))
であり, k1 = 1, p1 = 2, k2 = 1.5, p2 = 3.5, δ1 = 0, δ2 = 0とした.

































































































































































































































以下は, KP方程式の 3-ソリトンの時間変化のグラフである. Example 12 より
f(x, y, t) =1 + exp(η1(x, y, t)) + exp(η2(x, y, t)) + exp(η3(x, y, t))
+A1,2 exp(η1(x, y, t) + η2(x, y, t)) +A2,3 exp(η2(x, y, t) + η3(x, y, t))
+A2,3 exp(η3(x, y, t) + η1(x, y, t)) +A1,2A2,3A3,1 exp(η1(x, y, t) + η2(x, y, t) + η3(x, y, t))


































































































































































































































ここでは, 各オペレータの指数関数表示を通して, その性質を考える. また, 各オペレータの指数関数から, 各オペ


























n=0 a2,n, · · · ,
∑∞



















a1,n1a2,n2 · · · am,n−sm−1
が成立する. ただし, sl =
∑l
i=1 ni (l ≧ 1), s0 = 0とおいた.
Proof. 　
m = 2の時, Theorem 1より成立.




n=0 a2,n · · ·
∑∞
n=0 ak−1,n が絶対収束してよい.



















a2,n2a3,n3 · · · ak−1,n−tk−2
とできる. ただし, tl =
∑l
i=2 ni (l ≧ 2)とおいた.
これを
∑∞









































a2,n2a3,n3 · · · am,n−sm−1





Definition 4 (Dオペレータの指数関数の定義). δ を定数とする.
f1(x), f2(x) ∈ C∞(R)に対して, Dオペレータの指数関数を





f1(x) • f2(x), x ∈ R
により定める.
Theorem 2 (Dオペレータの指数関数). δ を定数とする. このとき
exp[δDx]f1(x) • f2(x) = f1(x+ δ)f2(x− δ), x ∈ R
が成り立つ.
Proof. x ∈ Rを一つ固定する. 左辺について展開すると









































































































Theorem 3 (交換公式 1). α, β を定数とすると(
exp[αDx + βDx]f1(x) • f1(x)
)(














exp[αDx + βDx]f1(x) • f1(x)
)(
exp[−αDx + βDx]f2(x) • f2(x)
)
























Definition 5 (Tオペレータの指数関数の定義). δ を定数とする.
f1(x), f2(x), f3(x) ∈ C∞(R)に対して, Tオペレータの指数関数を





f1(x) • f2(x) • f3(x), x ∈ R
により定める.
Theorem 4 (Tオペレータの指数関数). δ, δ1, δ2 を定数とする. このとき
exp[δTx]f1(x) • f2(x) • f3(x) = f1(x+ δ)f2(x+ jδ)f3(x+ j2δ) (11.1)
exp[δT ∗x ]f1(x) • f2(x) • f3(x) = f1(x+ δ)f2(x+ j2δ)f3(x+ jδ) (11.2)
exp[δ1Tx + δ2T
∗
x ]f1(x) • f2(x) • f3(x) = f1(x+ δ1 + δ2)f2(x+ jδ1 + j2δ2)f3(x+ j2δ1 + jδ2), x ∈ R (11.3)
が成り立つ.
Proof. α, β, γ を定数として
exp[α∂x + β∂y + γ∂z]f1(x)f2(y)f3(z)
∣∣∣
x=y=z
= f1(x+ α)f2(x+ β)f3(x+ γ)
について考える.
左辺について展開すると
























































































































ここで, α = δ, β = δj, γ = δj2 と置けば, (11.1)が,
α = δ, β = δj2, γ = δj と置くと, (11.2)が,
α = δ1 + δ2, β = δ1j + δ2j
2, γ = δ1j
2 + δ2j と置けば, (11.3)が成立する.
11.2 Tオペレータの指数関数による公式 1
Theorem 5 (交換公式 2). αi (i = 1, 2, 3, 4)を定数とすると(




x ]f1(x) • f1(x) • f1(x)
)
(




x ]f2(x) • f2(x) • f2(x)
)
(

























x ]f2(x) • f3(x) • f1(x)
)
, x ∈ R (11.4)
(




x ]f1(x) • f1(x) • f1(x)
)
(





x ]f2(x) • f2(x) • f2(x)
)
(
























x ]f3(x) • f2(x) • f1(x)
)









x ]f1(x) • f1(x) • f1(x)
)
(




x ]f2(x) • f2(x) • f2(x)
)
(





x ]f3(x) • f3(x) • f3(x)
)




2α2 + jα3 + jα4)
f2(x+ j
2α1 + α2 + jα3 + α4)f2(x+ α1 + jα2 + α3 + j
2α4)f2(x+ jα1 + j
2α2 + j
2α3 + jα4)
f3(x+ jα1 + α2 + j
2α3 + α4)f3(x+ j
2α1 + jα2 + jα3 + j
2α4)f3(x+ α1 + j











































=f1(x+ α1 + α2 + α3 + α4)f2(x+ α1 + jα2 + α3 + j
2α4)f3(x+ α1 + j
2α2 + α3 + jα4)
f3(x+ jα1 + α2 + j
2α3 + α4)f1(x+ jα1 + jα2 + j
2α3 + j




2α1 + α2 + jα3 + α4)f3(x+ j
2α1 + jα2 + jα3 + j
2α4)f1(x+ j
2α1 + j









x ]f1(x) • f1(x) • f1(x)
)
(





x ]f2(x) • f2(x) • f2(x)
)
(




x ]f3(x) • f3(x) • f3(x)
)




2α2 + jα3 + jα4)
f2(x+ jα1 + α2 + j
2α3 + α4)f2(x+ j
2α1 + jα2 + jα3 + j
2α4)f2(x+ α1 + j
2α2 + α3 + jα4)
f3(x+ j
2α1 + α2 + jα3 + α4)f3(x+ α1 + jα2 + α3 + j












































=f1(x+ α1 + α2 + α3 + α4)f3(x+ α1 + jα2 + α3 + j
2α4)f2(x+ α1 + j
2α2 + α3 + jα4)
f2(x+ jα1 + α2 + j
2α3 + α4)f1(x+ jα1 + jα2 + j
2α3 + j




2α1 + α2 + jα3 + α4)f2(x+ j
2α1 + jα2 + jα3 + j
2α4)f1(x+ j
2α1 + j
2α2 + jα3 + jα4)
よって,左辺＝右辺が成立.




































x ]f2(x) • f3(x) • f1(x)
)






















x ]f3(x) • f3(x) • f3(x)
)
=f1(x+ α1 + α2)f1(x+ j
2α1 + j
2α2)f1(x+ jα1 + jα2)




2α1 + α2)f3(x+ jα1 + j
































f2(x+ jα2)f3(x+ α2)f1(x+ j
2α2)
)
=f1(x+ α1 + α2)f2(x+ α1 + j
2α2)f3(x+ α1 + jα2)
f3(x+ jα1 + j
2α2)f1(x+ jα1 + jα2)f2(x+ jα1 + α2)
f2(x+ j
2α1 + jα2)f3(x+ j










x + α4Tx + α5T
∗






















2α4Dx + jα5Dx]f3(x) • f6(x)
)








x + α4Tx + α5T
∗










f1(x+ α2 + α3 + α4 + α5)f2(x+ jα2 + j
2α3 + jα4 + j
2α5)f3(x+ j





f4(x+ α2 + α3 − α4 − α5)f5(x+ jα2 + j2α3 − jα4 − j2α5)f6(x+ j2α2 + jα3 − j2α4 − jα5)
)
=f1(x+ α1 + α2 + α3 + α4 + α5)f2(x+ α1 + jα2 + j
2α3 + jα4 + j
2α5)
f3(x+ α1 + j
2α2 + jα3 + j
2α4 + jα5)f4(x− α1 + α2 + α3 − α4 − α5)



























f2(x+ α1 + jα4 + j




f3(x+ α1 + j
2α4 + jα5)f6(x− α1 − j2α4 − jα5)
)
=f1(x+ α1 + α2 + α3 + α4 + α5)f4(x− α1 + α2 + α3 − α4 − α5)
f2(x+ α1 + jα2 + j
2α3 + jα4 + j
2α5)f5(x− α1 + jα2 + j2α3 − jα4 − j2α5)
f3(x+ α1 + j
2α2 + jα3 + j
2α4 + jα5)f6(x− α1 + j2α2 + jα3 − j2α4 − jα5)
よって,左辺＝右辺が成立.
Theorem 6より, α1 = α2 = α3 = 0とすると, (T,T∗) -Dの交換公式ができる.
また,以下のことも分かる.






T kx f1(x) • f2(x) • f3(x)
) (














Dn−k−lx f3(x) • f6(x)
)
, x ∈ R
が成り立つ.
Proof. 　
Theorem 6において, α1 = α2 = α3 = α5 = 0, α4 = δ とすると(
exp[δTx]f1(x) • f2(x) • f3(x)
)(











exp[δTx]f1(x) • f2(x) • f3(x)
) (






















f1(x) • f2(x) • f3(x)
) (δn−k(−1)n−kTn−kx
(n− k)!











T kx f1(x) • f2(x) • f3(x)
) (




























































Dn−k−lx f3(x) • f6(x)
)






T kx f1(x) • f2(x) • f3(x)
) (




















Definition 6 (Tオペレータの指数関数の定義). δ を定数とし, 1 ≦ k ≦ m− 1とする.
f1(x), f2(x), · · · , fm(x) ∈ C∞(R)に対して, Mオペレータの指数関数を






f1(x) • f2(x) • · · · • fm(x), x ∈ R
により定める.















































































n1!n2! · · ·nm!
× ∂n1x1 f1(x1)∂
n2



























n1!n2! · · · (n− sm−1)!
× ∂n1x1 f1(x1)∂
n2











































































































































n1!n2! · · · (n− sm−1)!
× f (n1)1 (x)f
(n2)
























































































































kγk) · · ·


































kγk) · · ·
































kγk) · · ·































kγk) · · ·
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kγk) · · ·
















(l−1)kγk) · · ·


























L1(u, ut, ux, uxx, uxxx, uy, · · · ) = 0
の解 uと, もう一つの微分方程式
L2(v, vt, vx, vxx, vxxx, vy, · · · ) = 0
の解 v との間の変換である.
13.1では, 一般に知られている KdV方程式のバックルンド変換について紹介する.
一方, 本論文の T オペレータと D オペレータの交換公式より, 13.1 のバックルンド変換の応用が予想できるので,
13.2において紹介する.




x)f(x, t) • f(x, t) = 0
の解 f1(x, t)と別の解 f2(x, t)を使い
P1 :=
(
(D4x +DxDt)f1(x, t) • f1(x, t)
)
f2(x, t)
2 − f1(x, t)2
(
(D4x +DxDt)f2(x, t) • f2(x, t)
)
と定め, P1 について考える.
Theorem 3を αで展開して, 1次の係数を集めると(
Dx exp[βDx]f1(x, t) • f1(x, t)
)(




exp[βDx]f1(x, t) • f1(x, t)
)(








exp[βDx]f2(x, t) • f1(x, t)
)
(13.1)
が成立. さらに, β で展開し, 3次の係数を集める.
(13.1)の左辺については( 1
3!






D2xf1(x, t) • f1(x, t)
)( 1
2!





D2xf1(x, t) • f1(x, t)
)( 1
1!



























D3xf1(x, t) • f2(x, t)
)
• f2(x, t)f1(x, t) +Dx
( 1
2!















D2xf2(x, t) • f1(x, t)
)
+Dxf1(x, t)f2(x, t) •
( 1
3!











D4xf1(x, t) • f1(x, t)
)
f2(x, t)
2 − f1(x, t)2
(








exp[αDx + βDt]f1(x, t) • f1(x, t)
)(








exp[βDt]f2(x, t) • f1(x, t)
)
が成立している. この式において, αで展開して, 1次の係数を集めると(
Dx exp[βDt]f1(x, t) • f1(x, t)
)(




exp[βDt]f1(x, t) • f1(x, t)
)(








exp[βDt]f2(x, t) • f1(x, t)
)
が成立. さらに, β で展開し, 1次の係数を集めると(
DxDtf1(x) • f1(x, t)
)
f2(x, t)
2 − f1(x, t)2
(




(Dtf1(x, t) • f2(x, t)) • f2(x, t)f1(x, t)
)
(13.3)
ここで, P1 について (13.2)と (13.3)より
P1 = 2Dx
(








(D3x +Dt)f1(x, t) • f2(x, t)
)
• f2(x, t)f1(x, t) + 6Dx
(








ところで f1(x, t)と f2(x, t)は KdV方程式の解より, P1 = 0であるので, (13.5)においても 0となる必要がある
ここで, λを定数としたとき {
D2xf1(x, t) • f2(x, t) = λf1(x, t)f2(x, t)
(D3x + 3λDx +Dt)f1(x, t) • f2(x, t) = 0　
(13.6)




(D3x +Dt)f1(x, t) • f2(x, t)
)
• f2(x, t)f1(x, t) + 6Dx
(








(D3x +Dt)f1(x, t) • f2(x, t)
)










(D3x +Dt)f1(x, t) • f2(x, t)
)










(D3x +Dt)f1(x, t) • f2(x, t)
)
• f2(x, t)f1(x, t) + 6λDx
(
Dxf1(x, t) • f2(x, t))
)
• f1(x, t)f2(x, t)
= 2Dx
(
(D3x + 3λDx +Dt)f1(x, t) • f2(x, t)
)
• f2(x, t)f1(x, t)
= 0
バックルンド変換には様々な応用があるが, その一つにソリトン解の構成がある. (例えば [4]を参照)
(13.6)の f1(x, t)をKdV方程式のN-ソリトン解 fN (x, t)とし, f2(x, t)をKdV方程式のN+1-ソリトン解 fN+1(x, t)
と置くと {
D2xfN (x, t) • fN+1(x, t) = λfN (x, t)fN+1(x, t)




例として, バックルンド変換を用いて KdV方程式の 1-ソリトンの構成を行う.
KdV方程式の 1ソリトンの構成
(13.7)に置いて, f0(x, t) = 1とし KdV方程式の 1ソリトンの構成 f1(x, t)について考える.
まず, (13.7)は {
D2x1 • f1(x, t) = λf1(x, t)
(D3x + 3λDx +Dt)1 • f1(x, t) = 0
となり, Dの定義より {
∂2xf1(x, t) = λf1(x, t)
(∂3x + 3λ∂x + ∂t)f1(x, t) = 0
(13.8)
となる. 上の式を下の式に代入し計算すると
(λ∂x + 3λ∂x + ∂t)f1(x, t) = 0
=⇒ (4λ∂x + ∂t)f1(x, t) = 0 (13.9)
ところで, (13.8)の第一式は tをパラメータとみると一般解が










(t)) exp[−λx] = 0












λ = 0のときも f1(x, t) = 定数となり, ϕ(x, t) = 0なので, λ ̸= 0としても一般性を失わない. これより{
A(t) = A0 exp[−4λ
√
λt]













もし, A0, B0 のいずれかが 0ならば
ϕ(x, t) = 2∂2x log f1(x, t) ≡ 0
となってしまうので, 例えば B0 は 0でないとしてよい.
そこで











したがって, k1 = 2
√
λとおくと, この f1(x, t)から始まる ϕ(x, t)は５節の Example 1で与えた ϕ(x, t)と同じ 1-ソ
リトン解を与えることが分かる.
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x)f(x, t) • f(x, t) = 0
の解 f1(x, t)と別の解 f2(x, t), f3(x, t)を使い P2 を
P2 :=
(








(D4x +DxDt)f2(x, t) • f2(x, t)
)
f3(x, t)




(D4x +DxDt)f3(x, t) • f3(x, t)
)
と定め, P2 について考える.
Theorem 6において α2 = α3 = 0とし, α1 で展開して 1次の係数を集めると(
Dx exp[α4Dx + α5Dx]f1(x, t) • f1(x, t)
)(
exp[jα4Dx + j
2α5Dx]f2(x, t) • f2(x, t)
)
(




exp[α4Dx + α5Dx]f1(x, t) • f1(x, t)
)(
Dx exp[jα4Dx + j
2α5Dx]f2(x, t) • f2(x, t)
)
(




exp[α4Dx + α5Dx]f1(x, t) • f1(x, t)
)(
exp[jα4Dx + j











































































































































































































































D2xf1(x, t) • f1(x, t)
)(






























D2xf2(x, t) • f2(x, t)
)(









































xf1(x, t) • f2(x, t) • f3(x, t)
)













































xf1(x, t) • f2(x, t) • f3(x, t)
)















xf1(x, t) • f2(x, t) • f3(x, t)
)




















































xf1(x, t) • f2(x, t) • f3(x, t)
)
• f1(x, t)f2(x, t)f3(x, t)
−Dx
(














Txf1(x, t) • f2(x, t) • f3(x, t)
)
一方, T-D変換公式の 2変数の場合として(
exp[α1Dx + α2Dt + α3Dt]f1(x, t) • f1(x, t)
)(
exp[α1Dx + jα2Dt + j














exp[−α2Tt − α3T ∗t ]f1(x, t) • f2(x, t) • f3(x, t)
)
が成立している.
この式において, α1 で展開して, 1次の係数を集めると(
Dx exp[α2Dt + α3Dt]f1(x, t) • f1(x, t)
)(
exp[jα2Dt + j
2α3Dt]f2(x, t) • f2(x, t)
)
(




exp[α2Dt + α3Dt]f1(x, t) • f1(x, t)
)(
Dx exp[jα2Dt + j
2α3Dt]f2(x, t) • f2(x, t)
)
(




exp[α2Dt + α3Dt]f1(x, t) • f1(x, t)
)(
exp[jα2Dt + j














exp[−α2Tt − α3T ∗t ]f1(x, t) • f2(x, t) • f3(x, t)
)
が成立.
さらに, α2 と α3 で展開し, α2 の 1次と α3 の 0次の係数の項を集める.
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左辺については(




2 + jf1(x, t)
2
(













α2Ttf1(x, t) • f2(x, t) • f3(x, t)
)
• f1(x, t)f2(x, t)f3(x, t)
−Dxf1(x, t)f2(x, t)f3(x, t) •
(




α2Ttf1(x, t) • f2(x, t) • f3(x, t)
)
• f1(x, t)f2(x, t)f3(x, t)
つまり (




2 + jf1(x, t)
2
(












Ttf1(x, t) • f2(x, t) • f3(x, t)
)







xf1(x, t) • f2(x, t) • f3(x, t)
)
• f1(x, t)f2(x, t)f3(x, t)
− 2Dx
(


















Ttf1(x, t) • f2(x, t) • f3(x, t)
)





x + Tt)f1(x, t) • f2(x, t) • f3(x, t)
)
• f1(x, t)f2(x, t)f3(x, t)
− 2Dx
(


















一般に知られている 13.1のバックルンド変換は D変換された 2つの KdV方程式から, D変換された新たな方程式
を導くのに対し, 13.2では D変換された３つの KdV方程式から, T変換された新たな方程式を導ける可能性を示し
た.
一般的には, KdV方程式以外にもバックルンド変換ができることが知られており, 13.2のような応用は KdV方程式
以外にも可能性があるとも考えられる.
一方で, M-D交換公式に示したように, DオペレータとMオペレータの関係性から D変換されたm個の方程式か
ら, M変換された新たな方程式を導くM-D バックルンド変換の可能性もある.
このほか, 5th-KdV方程式や沢田・小寺方程式など, T変換された方程式において, Theorem 5や Lemma 1を用い
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